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Abstract
We studyWhittaker functions for generalized principal series representations of the real special
linear group SL(3;R) of degree 3. From the Capelli elements and shift operators, we give the
system of partial di®erential equations characterizing Whittaker functions. We give 6 formal
power series solutions of this system. We also give the Mellin-Barnes type integral expressions
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2 SL(3;R)上のWhittaker関数
2.1 SL(3;R)の構造
G = SL(3;R)とし，gをその Lie代数とする．Gの岩澤分解G = N0A0Kを
N0 =
8><>:n[x1; x2; x3] =






























で定義されるGの極大放物型部分群とし，その Langlands分解 P1 = N1A1M1を
N1 = fn[0; x2; x3] j (x2; x3) 2 R2g ½ N0;












SL§(2;R) = fg 2 GL(2;R) j det(g) = §1g
とする．
2.2 Kの既約有限次元表現
~Vlを l次同次多項式のなす多項式環C[x1; x2; x3]の部分空間とする．SO(3)の ~Vl上の作
用を
~¿l(g)f(x1; x2; x3) = f((x1; x2; x3) ¢ g);
g 2 SO(3); f 2 ~Vl:
で定義する．ここで，(x1; x2; x3) ¢ gは行列の積を表す．r2 = x21 + x22 + x23 2 ~V2は SO(3)-
不変だから，r2 ¢ ~Vl¡2は ~Vlの SO(3)-不変部分空間である．l 2 Z¸0に対して，¿lを Vl =
~Vl=(r
2 ¢ ~Vl¡2)上の ~¿lの商表現とする．(l < 0のとき， ~Vl = 0とする．) このとき，(¿l; Vl)











Sl = fn = (n1; n2; n3) 2 (Z¸0)3 j n2 · 1; n1 + n2 + n3 = lg
として定義する．
2.3 一般主系列表現






うなもので尽くされる．) また，º 2 Cに対して，指標 eº : A1 ! C£を eº(a[1; y2]) = yº2
で定義しておく．




(1N1 ­ eº+1 ­Dk)
で定義する．すなわち，¼(º;k)の表現空間H(º;k)は
H1(º;k) =
8><>:f : G! V 1Dk
¯¯¯¯
¯¯¯ f は滑らか;f(namx) = eº+½(a)Dk(m)f(x);








間 VDk 上のノルムであり，V 1Dk は滑らかな元全体のなす VDk の部分空間である．
補題 2.2. Kの既約表現 ¿l (l 2 Z¸0)の ¼(º;k)jKでの重複度を [¼(º;k)jK : ¿l]と書く事にする．
このとき，
[¼(º;k)jK : ¿k] = 1; [¼(º;k)jK : ¿l] = 0 (0 · l < k):
2.4 Whittaker関数
N0のユニタリ指標 »は実数 c1; c2を用いて，
»(n[x1; x2; x3]) = exp(2¼
p¡1(c1x1 + c2x2))
と書かれる．本稿では »は非退化，すなわち c1c2 6= 0の場合を考える．
N0の非退化ユニタリ指標 »に対して，
C1» (N0nG) = f' 2 C1(G) j '(ng) = »(n)'(g); (n; g) 2 N0 £Gg
とおいて，Gはこの空間に右移動で作用するのものとする．Gの既約許容表現 (¼;H¼)
と，その K-タイプ (¿ ¤; V ¤¿ ) と埋め込み ¶ : V ¤¿ ! H¼ を固定する．このとき，I»;¼ =
Hom(gC;K)(H¼;K ; C
1
» (N0nG)) の元 T に対して，
T (¶(v¤))(g) = hv¤;©T (g)i (v¤ 2 V ¤¿ ; g 2 G)
という関係式によって定義されるベクトル値関数 © = ©T : G ! V¿ を (¼; »; ¶)に関する
Whittaker関数と呼ぶ事にする．ここで，H¼;K はH¼ のK-有限部分であり，(¿ ¤; V ¤¿ )は
(¿; V¿ )の反傾表現である．
Wh(¼; »; ¶) = f©T j T 2 I»;¼g
を (¼; »; ¶)に関するWhittaker関数の空間として，さらにその中で緩増加なもの全体を
Wh(¼; »; ¶) mod と書く事にする．
注意 2.3. © 2Wh(¼; »; ¶)に対して，
©(ngk) = »(n)¿(k)¡1©(g); (n; g; k) 2 N0 £G£K
が成り立つ事と岩澤分解G = N0A0Kから，©はA0への制限©jA0 で決まる事が分かる．
©jA0を©の動径成分 (radial part)という．
補題 2.4 ([4],[6],[7]). Whittaker関数の空間Wh(¼; »; ¶)と緩増加Whittaker関数の空間
Wh(¼; »; ¶) mod の次元は以下で与えられる:




単射K-準同型 ¶k : Vk ! H(º;k)をとって固定する．© 2Wh(¼(º;k); »; ¶k)に対して，
'n(y1; y2) = hvn;©(a[y1; y2])i; y1; y2 2 R>0; n 2 Sk
とおくと，©は f'ngn2Skで特徴付けられる．'nを©のn-成分と呼ぶ事にする．また，'n
はある T 2 I»;¼(º;k)を用いて，'n = T (¶k(vn))jA0と表せる事に注意しておく．
ここで，¼(º;k)の (gC; K)-加群としての構造から 2種類の方法で，Whittaker関数のみた
す偏微分方程式を構成する．まず，一つ目は gCの普遍包絡環の中心Z(gC)の元から偏微
分方程式を構成する方法である．よく知られているようにZ(gC)はH(º;k);Kに定数倍で作
用するから，C 2 Z(gC)に対して，ある定数 ¸C が存在して，
C'n = ¸C'n (n 2 Sk) (3.1)
となる事が分かる．G = SL(3;R)の場合，Z(gC)はCapelli元C2; C3([2, x11]参照)によっ
て生成されるため，C = C2; C3の場合に微分方程式 (3.1)を考えれば良い．
二つ目はシフト作用素から，偏微分方程式を構成する方法である．随伴表現によって，
pCをK-加群とみるとき，l ¸ 2に対して，
pC ­C Vl ' Vl+2 © Vl+1 © Vl © Vl¡1 © Vl¡2
と既約分解される．ここで¡2 · i · 2に対して，Iiを Vk+iから pC ­C Vkへの単射K-準
同型とし，~¶kを
~¶k : pC ­C Vk 3 X ­ v 7! ¼(º;k)(X)¶k(v) 2 H(º;k);K
で定義されるK-準同型とする．このとき，補題 2.2より，ある定数 ¹が存在して，

















n;n0'n0 = 0 (i = ¡1;¡2) (3.2)
が成り立つ事が分かる．
n0と a0をそれぞれN0とA0の Lie代数とし，X 2 gCの岩澤分解の複素化 gC = n0C ©
a0C © kC に沿った分解を
X =Xn0 +Xa0 +Xk (Xn0 ; Xa0 ; Xk) 2 n0C £ a0C £ kC
と書く事にすると，
X'n =fXa0 + d»(Xn0)g'n + T (¶k(d¿l(Xk)vn))jA0 (3.3)
となる事が分かる．ここで，d»とd¿lはそれぞれ »と ¿lの微分である．これを用いて，(3.1)
と (3.2)を具体的に書き下して，整理すると次のような偏微分方程式系を得る．以下，簡
単のために，c1 = c2 = 1とする．（この仮定は一般性を失わない．）
命題 3.1. 'n (n 2 Sk)を© 2Wh(¼(º;k); »; ¶k)の n-成分とする．
'n(y1; y2) = y1y2 ~'n(y1; y2)
とおくとき， ~'nは以下の微分方程式をみたす．
f@21 + @22 ¡ @1@2 ¡ 4¼2(y21 + y22)¡ k@1
+ l1l2 + l2l3 + l3l1 ¡ k2g ~'(k;0;0) = 0; (3.4)
f@1(@1 ¡ @2)@2 + 4¼2(y22@1 + y21@2)
¡ k@1(@1 + k) + 4k¼2y21 ¡ l1l2l3g ~'(k;0;0) = 0; (3.5)
(¡2@1 + 2@2 + k ¡ 1¡ º) ~'(k¡1;1;0)
+ 4¼
p¡1y2 ~'(k¡1;0;1) + 4¼
p¡1y1 ~'(k;0;0) = 0; (3.6)
(2@1 ¡ k + 1¡ º) ~'(n1;1;n3)
¡ 4¼p¡1y1( ~'(n1+1;0;n3) + ~'(n1¡1;0;n3+2)) = 0; (3.7)
(2@1 ¡ k + 1¡ º) ~'(n1;0;n3) + 4¼
p¡1y1 ~'(n1¡1;1;n3) = 0: (3.8)









注意 3.2. 微分方程式 (3.1)は 1つの関数'nの偏微分方程式のように見えるが，(3.3)を用
いて書き下すと，実際には'n (n 2 Sk)達の微分差分方程式になる．(3.4)と (3.5)は (3.1)
と (3.2)から得られる微分方程式を組み合わせる事によって得られるものである．
4 Whittaker関数の明示公式
命題 3.1の偏微分方程式系を確定特異点 (y1; y2) = (0; 0)の近傍で解く事によって，次の
定理を得る．
定理 4.1. li ¡ lj 62 2Z (1 · i 6= j · 3)と仮定する．f®; ¯; °g = f1; 2; 3gと n 2 Skに対し
て，M (®;¯;°)n (y1; y2)を




































r1;1 = ¡(n2 + n3)=2; r2;1 = ¡n3=2;
r1;2 =
(




1=2 if 2j(n3 ¡ 1);
0 otherwise;
r1;3 = ¡r1;2; r2;3 = ¡r2;2;
で定義する．ここで，(a)n = ¡(a+ n)=¡(a)とする．このとき，M (®;¯;°)n を n-成分に持つ
Wh(¼(º;k); »; ¶k)の元M (®;¯;°)が存在し，
fM (®;¯;°) j f®; ¯; °g = f1; 2; 3gg
はWh(¼(º;k); »; ¶k)の基底をなす．
さらに定数倍を除いて唯一つのWh(¼(º;k); »; ¶k) mod の元は次の定理で与えられる．








































と定義する．ここで，½1; ½2 2 Rは積分路が被積分関数の全ての極の右側になるようにと





¡(®; ¯; °) ¢M (®;¯;°)(g);

















[1] Daniel Bump. Automorphic forms on GL(3;R), Vol. 1083 of Lecture Notes in Math-
ematics. Springer-Verlag, Berlin, 1984.
[2] Roger Howe and T¹oru Umeda. The Capelli identity, the double commutant theorem,
and multiplicity-free actions. Math. Ann., Vol. 290, No. 3, pp. 565{619, 1991.
[3] Hiroyuki Manabe, Taku Ishii, and Takayuki Oda. Principal series Whittaker functions
on SL(3; R). Japan. J. Math. (N.S.), Vol. 30, No. 1, pp. 183{226, 2004.
[4] Hisayosi Matumoto. Whittaker vectors and the Goodman-Wallach operators. Acta
Math., Vol. 161, No. 3-4, pp. 183{241, 1988.
[5] Tadashi Miyazaki. Whittaker functions for generalized principal series representations
for SL(3;R). Manuscripta Math., Vol. 128, pp. 107{135, 2009.
[6] J. A. Shalika. The multiplicity one theorem for GLn. Ann. of Math. (2), Vol. 100, pp.
171{193, 1974.
[7] Nolan R. Wallach. Asymptotic expansions of generalized matrix entries of represen-
tations of real reductive groups. In Lie group representations, I (College Park, Md.,
1982/1983), Vol. 1024 of Lecture Notes in Math., pp. 287{369. Springer, Berlin, 1983.
